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Druckerhohung in der zylindersymmetrischen Lichtbogensaule
bei tiberlagertem axialen Magnetfeld

Von R. WieNEckE

Aus dem Institut fiir Plasmaphysik, Garching bei Miinchen
(Z. Naturforschg. 18 a, 1151—1156 [1963] ; eingegangen am 12. September 1963)

Uberlagert man einer zylindersymmetrischen Lichtbogensiule ein axiales Magnetfeld, so werden
die nach auBlen gerichteten Diffusionsstrome von Elektronen und Ionen anfangs gehemmt, wihrend
die Neutralteilchen zunichst nicht beeinflult werden. Hierdurch kommt es zum Anstieg des Gesamt-
druckes in den heiBeren Gebieten. Ausgehend von den Impulserhaltungsgleichungen fiir die Einzel-
komponenten wird fiir Wasserstoff und Helium der Druckverlauf in Abhingigkeit von der Tempe-
ratur unter Variation des von auBlen angelegten Magnetfeldes und des Gasdruckes am HuBeren
Rand der Leitfahigkeitszone berechnet und diskutiert. Der Einflul des Eigenmagnetfeldes der Ent-
ladung auf den Druckverlauf wird an Hand eines Modelles abgeschitzt.

I. Einfiihrung

Ist eine zylindersymmetrische Entladung unter
hohem Druck (Lichtbogenentladung) in einem Rohr
mit dem Radius R, dessen Temperatur 7, °K betra-
gen moge, eingeschlossen, so stellen sich in radialer
Richtung stationire Diffusionsstrome derart ein, daf3
das Neutralgas zur Entladungsachse und die gelade-
nen Elektronen und Ionen von der Achse nach auflen
diffundieren. Dabei bildet sich ein elektrisches Feld
so aus, dafl die radiale Diffusionsgeschwindigkeit
von Elektronen und Ionen gleich wird, in radialer
Richtung also kein elektrischer Strom fliefit. Bedin-
gung fiir die Stationaritdt ist auflerdem, dall die
Summe aller radialen Massenstrome verschwindet.

Uberlagert man einer derartigen Entladungssiule
ein axiales Magnetfeld, so wird im Einschwingzu-
stand der Diffusionsstrom der Neutralteilchen zu-
nichst nicht verdndert, wihrend derjenige der ge-
ladenen Teilchen gehemmt wird. Dadurch kommt es
in den heiflesten Gebieten zu einem Anstieg des Ge-
samtdruckes. Dieser steigt so lange an, bis sich ein
neues stationdres Gleichgewicht in dem Sinn ein-
stellt, dal die Summe aller Massenstrome (Elektro-
nen und Ionen nach auflen, Neutralteilchen nach in-
nen) wieder verschwindet. Besser versteht man den
Aufbau eines Druckgradienten, wenn man bedenkt,
daf} die nach auflen diffundierenden Elektronen und
Ionen durch das axiale Magnetfeld in ¢-Richtung ab-
gelenkt werden und sich dadurch ein elektrischer
Strom in ¢-Richtung ausbildet. Dieser Strom hat
ein Magnetfeld zur Folge, das das von auflen ange-
legte Feld im Innern schwécht. Dem Druckgradien-
ten wird daher durch einen Gradienten des magne-

tischen Feldes das Gleichgewicht gehalten. Ziel der

vorliegenden Untersuchung ist die Berechnung des
Druckverlaufs in der Séaule einer Hochdruckentla-
dung bei Anwesenbheit eines achsenparallelen dufleren
Magnetfeldes.

II. Grundgleichungen und Voraussetzungen

Angenommen werde eine stationare zylindersym-
metrische Entladung unendlicher Lénge, in der iiber-
all lokales thermischs Gleichgewicht (To=T;=T,)
herrscht, und in der die Sana-Gleichung zur Berech-
nung des lonisationsgrades giiltig ist. Die Schwer-
punktgeschwindigkeit b des Plasmas soll iiberall
verschwinden, wobei eine allenfalls in z-Richtung
vorhandene Komponente von b die Betrachtungen
nicht stort, da wir uns nur fiir Vorgange in senk-
rechter Richtung zur Entladungsachse interessieren.
Das von auflen iiberlagerte Magnetfeld habe nur
eine z-Komponente, wiahrend das Eigenmagnetfeld
des Entladungsstromes vernachlassigt wird. Das
Plasma selbst soll quasineutral sein, d.h. es gilt
iiberall n;=n,.

Als Grundgleichungen werden die von ScHLUTER !
angegebenen Bewegungsgleichungen fiir die Kompo-
nenten eines Plasmas mit Neutralgas verwandt:

do

0i ,d,t,i, + 1 ne &6 (D; — De) + i ng &30 (D; — V)

= —grad p;+n;e €+ n; e[0; x B], (1)
e fldn; + nine &6 (Ve — D;) + ne ng €60 (Ve — Dy)

= —grad po — nee € —ny e[, x B, (2)
90%20 + ng nj €9 (Vg — D;) + ng ne €60 (Vg — Ve,

= —grad p, . (3)

! A. ScavriTer, Z. Naturforschg. 5a, 72 [1950]; 6 a, 73 [1951].
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Eine der drei Bewegungsgleichungen kann man durch ~ MaxweLL-Gleichungen:
die Bewegungsgleichung des Gesamtplasmas ersetzen, rot€=0, Cep=0, (11)

wie man leicht durch Addition der Gln. (1), (2) o B
und (3) findet: rotB =], (12)

W ' diVi=0, ir=0' (13)
Qa;=—gradp+[l><53]=0- (4)

Dabei ist benutzt worden: 1I1. Bestimmun,fig:llttelsalsr:(g:l(verlaufs in der
u
j=eni(bi—Ye), p=2pi+py. (5),(6)
. . o Ersetzt man mit Hilfe der Gln. (5), (7) und (8)
Die Definition der Schwerpunktgeschwindigkeit lie- die Geschwindigkeiten b;, b, und b, durch die Strom-

el dichte | und die Geschwindigkeit by, , so erhilt man:
0D =0¢ e+ 0i i+ 09 Vo —_— i (14)
=m0<ni:—:l:—Ue+niDi+n0D0> =0 (7) o L_E!
' —pp ™ )
Die Schwerpunktgeschwindigkeit der Ladungstriger b= B+ mi nie’ L
ist definiert durch: Py — M (1 " 'ﬁ?,) b (16)
(e +@i) DL=0c e+ 0i Vi - (8) o m

Setzt man diese Ausdriicke in die Gln. (2) und (3)

AuBerdem werden benutzt: ein, so ergeben sich zwei Gleichungen fiir { und by:

Ideale Gasgleichung:

i
R O s - ; b
p=(2ni+ng) kT; pi=nmkT; py=nokT; (9) . (ni €ie + ng €e0) +ni(ng+ i) €eo V1,

= —grad pi—n; e[€ + [b x B1]+ [§ x B], (17)

Sana-Gleichung:
e 1 fe— "L?fi())"o—ﬂi("o**ni) (10 + €e0) DL
pt_2Zi @ame kD) i) (10) ¢ i
n 2 2 PI17kr) — —grad py. (18)

Aus Gl. (18) kann man Yy, eliminieren und in (17) einsetzen:

_ 1 ifp, _ me, 19
b= ni(ng+ni) (&io+ eo) [e (5e0 mj EIO)’l°+gradp0]’ (1)

— % (ni + o) [ni £ie (10 + £e0) + Mg 10 Eep] = — (i +19) (€10 —€e0) grad pi+ [ (ni+nyg) i0— ng 2eo] [ X B]

—ni(ni+ng) (&0 + £e0) € € — e[grad py x B] . (20)
Bildet man von Gl. (20) die r-Komponente, so erhilt man mit j,=0 eine Gleichung fiir €,. Bildet man
dagegen die @-Komponente, so erhilt man:

— »1:’— (ni + ng) [n; €ie (€10 + e0) + ng €i0 €e0] = € B grad; py (21)

e’ B,

(ni+no) [ni e (Si0+£e0) + o €io £eo]

grad, pg . (21a)

oder jo=—

Andererseits gilt mit Gl. (4): grad, p=j+B..
Daraus folgt die wichtige Beziehung:
grad, p= i 3 — grad pg . (22)

(ni+no) [ni ie (si0+ 2e0) 10 io £eo]
Mit Hilfe der Sana-Gleichung (10) p;2/po=S(T) und des Darroxschen Gesetzes kann man schreiben:
Po=p+2S—2VpS+S=po(p:T),  pi=+VpS+S —S=pi(p,T). (23), (24)
Daraus erhilt man durch Differentiation:

S )
grad py= (%’—)T grad p + (—ﬁ‘,’—)p gradT = 15%)5‘; gradp —

_p* dS 4T, 25
pi(pi+py) dT & (25)

1
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Setzt man diesen Ausdruck in (22) ein, so erhalt man schlieBlich:

ny? €* B;2(dS/dT) grad, T

(26)

grad, p=

ni(ng+ni)? [ni cie (Sio+ ceo) +ny &io €e0] +ni ng €2 B2

Ersetzt man in Gl. (26) die Teilchendichten durch die Partialdrucke und diese entsprechend den Gln. (23)
und (24) durch den Gesamtdruck und die Temperatur, so ist:

grad, p=

[p+2S—2Vp S+8?] € B,2(dS/dT) grad, T

(27)

VP S+ [P+S VP S+52]

(kT)?

Da T eine eindeutig umkehrbare Funktion des
Radius r ist, kann man weiter schreiben:

dp
grad, p= d—igradr T

Fiihrt man dies in Gl. (27) ein, so erhdlt man
eine Differentialgleichung in p und 7, da die Rei-
bungskoeffizienten nur von der Temperatur abhin-
gen. Es muf} allerdings noch die magnetische Induk-
tion berechnet werden, die natiirlich nicht gleich der
von aullen angelegten Induktion By, sein kann.

Das von auflen durch Spulen erzeugte magnetische
Feld B,, wird durch das von den j,-Strémen her-
rithrende Feld b, geschwacht.

B,=By,—b,. (28)
Zur Berechnung von B, gehen wir nochmals von

der Grundgleichung (4) in Vektorform aus, die sich
mit Gl. (12) schreiben 1aBt:

grad p= [rot B x B]/u, - (29)
Durch eine Vektorumformung erhilt man:
gradp=— — grad + = (53 grad) B . (30)

Da der letzte Term der Gl. (30) bei der vorhande-
nen Geometrie verschwindet, geht (30) tber in:

grad(p +B?/2 ug) =0 (31)
Integriert liefert dies:
Bz2 3022
+ % =pa+ —— =const. 32
P+ o, ~Pat o, (32)

pa bedeutet dabei den Gasdruck auflerhalb der Leit-
fahigkeitszone. In diesem Bereich ist die magnetische
Induktion gleich der von auflen angelegten.

Im Gebiet der elektirischen Leitfahigkeit erhalt
man fiir die magnetische Induktion mit (32)

=B.®+2 uy(ps—p). (33)

Dieser Ausdruck muf} in die vorangehenden Glei-
chungen stets eingesetzt werden. Fiir die Integration
sind die GroBen B.y> und p, feste Parameter.

22T [(Yp S+52—9) sie(si0+2e0) + [p+2 S—2V/p S+ S ¢io ceol + [VP S+5°—S] 2 B.2 *

IV. Berechnungen des Drudkverlaufes fiir eine
Wasserstoffentladung

Vorausgesetzt werden soll, dal3 die Anfangstem-
peratur bereits so hoch ist, daBl kein Wasserstoff-
molekiile mehr vorhanden sind.

Fir die Reibungskoeffizienten ¢;; liefert ein Ver-
gleich mit der kinetischen Gastheorie (s. Handbuch
der Physik, Bd. XII, S. 345) :

mit+m Qui»

41/8 , mn
Epr= 51/5157'

mp m]

(34)

wobei Qy; gleich dem Wirkungsquerschnitt fiir den
Sto} eines Teilchens der Sorte % gegen ein solches
der Sorte [ ist. Fiir unseren Fall wird:

et/ SRTm 00,

4 8
o=t )/ EAT me Qu, (35)

41/8 o
Sie= 3 VE'kTme Qie -

Fir den Wirkungsquerschnitt Q;, ist nach MAECKER,
PerERs und ScHENK ? einzusetzen :

4
Qie= - In kT

E&DE - enel =BT 1y LD (36)
2 gl

T2 e2 pe’/a

2,78-10—¢
Q=2210"In 4,

InAd=—2,634+3,0711og!® T — 0,768 log!® p .

Die beiden anderen Wirkungsquerschnitte Q; und
Qeo sind nicht sonderlich genau bekannt. Sie sollen
deshalb zunichst als Parameter beibehalten werden.

Setzt man die ¢;;-Werte in Gl. (27) ein, so erhilt
man mit einer kleinen Umformung:

2 H.Makcker, T. Peters u. H.Scuenk, Z. Phys.139,448[1948].
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dp _ [p+25—2Yp S+S°] €2 B,2(dS/dT)

— e 1,25-10—5
VpS+Sp+S—VpS+S1 7, - — Qo

(VpS+82—5) ©

2,78-10—% ) wat.1n_s Qeo)
s In A <1+3,31 10 201{) (37)

+(@+25-2YpS+5Y) Qeo] +[VpS+S*—5] ¢ B;? }

Fir die in der Sama-Gleichung (10) auftretende
Ionisationsenergie fand der Wert FE;=13,54¢eV
Verwendung.

Fiir B, mul} eingesetzt werden:

Bz2 = BOz2 +2 Mo (pA - P) >
Parameter fiir die maschinelle Integration sind dann
Bo. s pas Qo und Q.

In Abb.1 ist fur die Auflendrucke py=1-10°
dyn/em? und py =1-10* dyn/cm? bei einer magneti-
schen Induktion By, =20 kI’ der Druck in der Ent-

Pa -7-705<;yn-cm'2

—_—
0 |lQa
1S
w O

T T T T11IT

>1

Pa= 110*dyn-cm?
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e L10
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——
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|

I

704|1\/111|1|||
5 10 5]
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Abb. 1. Druckverlauf iiber der Temperatur T fiir verschiedene
Wirkungsquerschnitte Qjo und Qeg. Magnetische Induktion
20 kI'. AuBendruck pa=1:105 dyn/cm? bzw. pa=1-10*dyn
pro cm®. — Wasserstoff. Qe0=21,7-10"16 cm,
——— Qe0=120-10"16 cm.

ladung tiber der Temperatur aufgetragen. Parameter
an den Kurven sind die Wirkungsquerschnitte Qjg
und Qg . Fir Q¢ wurde einmal der von MaECKER
angegebene Wert von 120°-107!% c¢cm?® (Handbuch
der Physik, Bd. XII, S.380) und andererseits der
von Massey ? bestimmte Wert verwendet. Man sieht,
dal} die unterschiedlichen Werte von Qg vor allem
bei grofleren Werten von Q;) keinen groflen Einflu}
auf den Druckverlauf haben. Der Druckanstieg wird
dagegen um so kleiner, je grofler Qjy ist. Der Wert
von 70:10716 c¢m? scheint unter Beriicksichtigung
des Umladungsquerschnittes am wahrscheinlichsten

zu sein 4.

3 H.S.W. Massey u. E.S.H. Buruor, Electronic and Ionic
Impact Phenomena, Oxford University Press, Oxford 1952.

Fir die weiteren Betrachtungen wurden daher
stets die Werte

Qip=70-10"1% cm? und Q. =120-10"16 cm?

benutzt. In den Abb. 2, 3 und 4 ist bei verschiede-
nen Aullendrucken der Druckverlauf iiber der Tem-
peratur aufgetragen, wobei hier das Magnetfeld By,
Parameter ist. Man sieht aus Abb. 2, daf} bei einem
AuBlendruck von py=1:10* dyn-cm™2 und einem
leicht zu erreichenden Magnetfeld von 30 kI der

maximale Druck bei vollkommener Ionisation fast

2:10°
ayn £ 50k
em? | K
1:10°F v 30kl
i // 20k
re-zo‘ 28
i 10kl
A K 0k
N4
K / 5kl
/ Tkl
7.704 L A—/ T I W - T 1T T 7
5 0 5 20-10° K

T

Abb. 2. Druck p in Abhingigkeit von der Temperatur T fiir
verschiedene magnetische Induktionen. AuBendruck pa=
1-10* dyn/cm2. — Wasserstoff. Qjo=70-10—16 cm?2,
Qe0=120-10"16 cm?2.

310°
ayn [ 50 kI
cm: L 40kl
L / 30k
2:0% /!
L 20kl
P15.105L ///
i 10kl
L Tk, 5kl
7,705 1 1 l/ i 1 1 1 1 lllk b
5 10 5 . 20-10° K

Abb. 3. Druck p in Abhingigkeit von der Temperatur T fiir
verschiedene magnetische Induktionen. AuBlendruck pas =
1-10° dyn/cm2. — Wasserstoff. Qjp=70-10"1 cm?,
Qe0=120-10—16 cm2.

4 W. L. Fire, R.F. Stessings, D.G. Hummer u. R. T. Brack-
many, Phys. Rev. 119, 663 [1960]. — A. Darcarno u. H. N.
Yapaw, Proc. Phys. Soc., Lond. A 66,173 [1953].
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Abb. 4. Druck p in Abhingigkeit von der Temperatur T fiir
verschiedene magnetische Induktionen. AuBendruck pa =
5-10° dyn/cm2. — Wasserstoff. Qjo=70-10"1% cm?
Qe0=120-10"1% cm.

den 10-fachen Wert des AuBlendruckes erreicht. Je
hoher der AuBendruck wird, um so geringer wird
bei gleichem Aufenmagnetfeld die Druckerhchung.
Die ist natiirlich evident, da mit steigendem Druck
die freie Weglange verkleinert wird, und das letzt-
lich entscheidende Verhaltnis von freier Weglidnge
zu Gyrationsradius fiir Elektronen und Ionen ab-
nimmt. Aber selbst bei einem Auflendruck von
5-10% dyn-cm™2 ist bei By=30 kI noch eine Druck-

erhohung von ~ 20% festzustellen.

V. Berechnung des Drudkverlaufs fiir eine
Heliumentladung

Bei Helium liegt der gliickliche Umstand vor, daf}
die zweite Ionisation erst bei einer Temperatur ein-
setzt, bei der bereits die erste vollstandig abgeschlos-
sen ist, also kein Neutralgas mehr existiert. Aus die-
sem Grunde 148t sich der Druckverlauf fiir den Be-
reich der Einfachionisation ohne Beriicksichtigung
der zweiten lonisationsstufe ganz analog wie bei
Wasserstoff berechnen. Im Temperaturgebiet der
Zweifachionisation muf} sich derselbe Effekt wieder-
holen, jedoch ist von einer Berechnung hier abge-
sehen.

Zur quantitativen Berechnung des Druckverlaufes
ist es nur notwendig, in Gl. (27) andere Werte fiir
die Reibungskoeffizienten ¢;; und die Sama-Glei-
chung einzusetzen.

Fir den Wirkungsquerschnitt Qq wurde der im
Handbuch der Physik, Bd. XII, von MAECKER an-
gegebene Wert von Qg =35-107"% cm?® benutzt. Er
stimmt etwa mit dem aus der Darstellung von Bates °
zu berechnenden Wert von Qg = 8,4:10716 cm?
iiberein.

Beim Querschnitt Q) wurde ein Wert von Qjy=
100-107 6 cm? verwandt. Dieser Querschnitt setzt

5 Ep.Bates, Atomic and Molecular Processes, Academic Press,
New York 1962, S. 315.
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sich additiv aus dem Umladungsquerschnitt und dem
Querschnitt fiir elastische Streuung zusammen . Der
Couroms-Querschnitt Q.; ist wie fiir Wasserstoff bei-
behalten worden.

In den Abb. 5, 6 und 7 ist wieder der Druckver-
lauf iiber der Temperatur in Abhéngigkeit vom
AuBendruck und der magnetischen Induktion aufge-
tragen.

Auch hier sieht man, da} bei einem AuBendruck
von py=1-10* dyn/cm? der Druck bei vollkomme-

310° , ‘
dn ¢ ; | | SO0KI; 40KI; 30K,
ool | ‘ ' o
s ‘
107 ‘ ‘ 20k
1. | T
L ; 10k
1340‘ : : T 5k
- 1 |
e AT e
704 " 1 1 b b g o a b o g g
0 5 20 25 30 35-10° K

Abb. 5. Druck p in Abhdngigkeit von der Temperatur 7T fiir
verschiedene magnetische Induktionen. AuBlendruck pa =
1-10* dyn/cm? — Helium.

4-10° - ‘ ‘ ‘
o ‘ ‘ ‘ | 50k
a3 i } 40k
T ; 1 ; ; 306"
| ‘ // T 204"
15F ‘ ‘ | |
[ ; \ | | | 10r
| | | Tkl | 5kl
1.0 ‘ -

0 5 20 2 . 30 35:10° K

Abb. 6. Druck p in Abhingigkeit von der Temperatur T fiir

verschiedene magnetische Induktionen. AuBendruck paA =
1-10° dyn/cm2. — Helium.

7:10° ‘ ‘
dyn [ | 50kr
m? | { ‘ 40k
i : \
6 - : ‘ 30kr—
; //’f 204"
T r fer— 10K
S5r SkIT] TAIT
p -
o 0 5 L 0 B0 %
] ————

Abb. 7. Druck p in Abhédngigkeit von der Temperatur T fiir
verschiedene magnetische Induktionen. AuBendruck pa =
5-10% dyn/cm2. — Helium.

6 B. ZieGLERr, Z. Phys. 136, 108 [1953].
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ner erster Tonisation bei einer Induktion von 30 kI’
den 10-fachen Wert des Ausgangsdruckes erreicht.
Die Temperaturskala ist allerdings gegeniiber Was-
serstoff wegen der hoheren Ionisationsenergie des
Heliums erheblich verschoben. Betrdgt der Aufen-
druck 5-10% dyn/cm?, so ist allerdings die Druck-
erhohung erheblich niedriger als bei Wasserstoff.

VI. Der EinfluB des Eigenfeldes der Entladung

In unserem Modell hatten wir vorausgesetzt, daf}
die magnetische Induktion nur eine z-Komponente
hat. In Wirklichkeit ist stets auch eine B,-Kompo-
nente vorhanden, die durch den axialen Entladungs-
strom hervorgerufen wird. Das Zusammenwirken
von Entladungsstrom und zugehorigem Bg-Feld
fiihrt ebenfalls zu einer radial gerichteten Lorextz-
Kraft. Um den hierdurch hervorgerufenen Druck-
gradienten abzuschdtzen, nehmen wir einen Kanal
konstanter elektrischer Leitfadhigkeit mit dem Ra-
dius ry an. Innerhalb dieses Kanals ist eine magne-
tische Induktion vorhanden:

By(r) = Joll (r<rg),  (38)
2@y
auflerhalb des Kanals gilt:
B,(r) = [l (rzrp),  (39)
2nr
Der Impulserhaltungssatz liefert fiir r < r
A S . A1 i
dr Jz By 2 ’* 2arst” (40

Integriert man diese Gleichung, so ergibt sich fiir
den Druck die Beziehung

to P

p=—72n2-r0‘ rdr+p;, (41)
wobei p; den Achsendruck angibt, oder
—p=dp= P
p=p=4dp="_25 ot (42)

Die maximale Druckdifferenz erhalt man fiir r=r,

#o B _1072E dyn (i Amp).  (43)

4 7% ry? wry® cm®

4 Pmax =
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Fiir Abstidnde r>ry wird dp/dr =0, da in diesem
Bereich j=0 ist.

Der Einflul des Eigenmagnetfeldes B, auf die
Diffusionserscheinungen selbst kann stets vernach-
lassigt werden.

108
dyn
em?

10° \
r 104

T T [ Anon

/

E T
3 ~_7-70004
ap L \ \
I \ ~_|7-5004
10 3 I~

T T

0L \

J=100A

T T 7T

10 1 ! L ! 1 !
0 02 04 06 08

To =

1.0cm

Abb. 8. Maximale Druckerhéhung Ap durch das Eigenmagnet-
feld des Entladungsstromes in Abhingigkeit vom Radius r,
des stromfiihrenden Kanals.

In Abb. 8 ist die nach Gl. (43) berechnete maxi-
male Druckdifferenz iiber dem Radius des Strom-
kanals r, fiir verschiedene Entladungsstréme / auf-
getragen. Man kann aus dieser Darstellung entneh-
men, wann die Wirkung des Eigenmagnetfeldes von
Bedeutung wird.

Diese Arbeit wurde im Rahmen des Vertrages zwi-
schen dem Institut fiir Plasmaphysik GmbH und der
Europiischen Atomgemeinschaft iiber die Zusammen-
arbeit auf dem Gebiete der Plasmaphysik durchgefiihrt.



